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中文摘要
中文摘要
本文研究求解双曲守恒律方程的一类简单高效的方法―――基于矩的有限体积杂
交中心HWENO（Hermite Weighted Essentially Non-oscillatory）格式，并将其与原中
心HWENO格式作比较。杂交中心HWENO 格式在空间离散方面将中心HWENO格式
与高阶线性重构杂交，通过坏单元指示子寻找方程的解的间断区域，在间断区域采用
复杂的HWENO 重构（利用零阶矩和一阶矩），在光滑区域采用简单的高阶线性重构；
在时间离散方面采用NCE-RK（the natural continuous extension of Runge–Kutta）方
法。对于方程组问题，杂交中心HWENO格式还可以减少局部特征分解的计算。杂交
中心HWENO 格式能够有效地结合中心HWENO 格式和简单线性重构的优点，极大地
提高计算效率。
杂交中心HWENO格式成功的关键在于准确地判断出解的间断区域，坏单元指示
子能够很好地应用于识别间断区域，并将其标记为坏单元。本文比较采用九种常用的
坏单元指示子的杂交中心HWENO 格式在一维方程组问题中的计算结果，找到了对有
限体积的基于矩的杂交中心HWENO 格式而言较有用的坏单元指示子，并将之应用于
求解二维问题，研究二维情形下的精度及提高计算效率的效果。
杂交的思想可以完美地应用于基于矩的有限体积杂交中心HWENO 格式。杂交
中心HWENO格式可以在光滑处满足高精度，在间断处具有本质无振荡和高分辨率性
质，并提高计算效率。在光滑问题的精度测试中，杂交中心HWENO格式的误差比原
中心HWENO 格式更小。同时，MR、TVB-3、XS 指示子是不同问题下都表现较好的
坏单元指示子。总体而言，对于不同的问题，杂交中心HWENO 格式是可靠的，并能
行之有效地提高计算效率，并且坏单元百分比会随着空间网格的不断加密不断减少。
关键词：HWENO格式；中心格式；杂交格式
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Abstract
Abstract
In this paper, we study an efficient and practical method to solve the hyperbolic
conservation law which is the moment based finite volume hybrid central HWENO (Her-
mite Weighted Essentially Non-oscillatory) schemes and campare it with pure central
HWENO schemes. In spatial discretization, hybrid central HWENO schemes combine
central HWENO reconstruction with high-order linear reconstruction. And hybrid cen-
tral HWENO schemes use troubled-cell indicators to identify discontinuous region, then
the HWENO reconstruction based on the zero-moment and one-moment is applied in
this discontinuous region, otherwise, a simple high-order linear reconstruction is applied
in smooth region. In time discretization, hybrid central HWENO schemes use NCE-RK
(the natural continuous extension of Runge–Kutta) method. For system, Hybrid central
HWENO schemes can reduce calculation of local characteristics decomposition. Hybrid
central HWENO schemes have advantage of both central HWENO schemes and simple
linear reconstruction and greatly improve computational efficiency.
The key of hybrid central HWENO schemes is how to accurately identify discon-
tinuous region of the solution, and troubled-cell indicators can be used as the indicators
to identify it. We find out efficient troubled-cell indicators by comparing performances
of nine different troubled-cell indicators for hybrid central HWENO schemes for solving
one-dimensional system. And these indicators are applied for hybrid central HWENO
schemes to solve two-dimensional equation.
The hybrid technique performs well in moment based finite volume hybrid central H-
WENO schemes. Hybrid central HWENO schemes can maintain both high-order accuracy
in smooth region and essentially non-oscillation and high resolution property in discon-
tinuous region, with improvement of efficiency. The numerical error of hybrid central
HWENO schemes is smaller than pure central HWENO schemes in numerical accura-
cy test cases. And MR, TVB-3, XS indicators perform better then other troubled-cell
indicaters. In general, hybrid central HWENO schemes can increase computational ef-
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Abstract
ficiency for different equation and the percentage of troubled-cell always decreases with
the refinement of spatial grid.
Key words: HWENO schemes; central schemes; hybrid schemes
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第一章 绪论
第一章 绪论
1.1 研究背景
随着计算机技术的不断发展，计算机辅助实验研究已经进入传统科学的多个领域，
许多由于种种原因无法开展实际实验的问题通过数值模拟在计算机得到了虚拟的仿真。
数值模拟需要科学严谨的计算方法来实现，于是针对不同学科不同领域的不同问题的
计算方法被纷纷提出。计算流体力学（简称CFD）就是为了实现流体力学中若干问题
的数值模拟而发展起来的。计算流体力学在短短的几十年间，迅速融入流体力学的各
个领域，在航空航天、水利海洋、船舶汽车、天气预报、机械化工等领域都有广泛的
应用。
双曲守恒律方程是流体力学中常常遇到的一类偏微分方程。实际问题中的这类方
程大部分无法求出精确解，于是对这类方程进行数值模拟求解成为了计算流体力学的
一个重要分支。双曲守恒律方程的一个重要的特点是，对于非线性问题，即使初值是
光滑的，也有可能得到间断的解。因此求解的数值方法需要能够很好地模拟出间断，
同时避免出现虚假的振荡或者数值耗散，达到所要求的精度。
针对双曲守恒律方程的数值求解，Godunov在1959年提出了一阶精度
的Godunov格式 [1]。而后在20世纪60年代，许多二阶精度的格式如Lax-Wendroff 格
式 [2]和MacCormack [3]格式被提出，这些格式虽然比Godunov 格式在精度上有所提高，
但却没有很好地处理间断，容易产生虚假的数值振荡。为了避免数值振荡，1979 年，
Van Leer，引入限制器的思想，提出了二阶精度的MUSCL格式 [4]；1983年Harten提出
了TVD格式 [5]。随着研究的不断深入，许多数学家开始寻找精度更高的格式。Harten等
人提出了高阶精度的ENO （essentially non-oscillatory）格式 [6–8]。ENO 格式采用选取
模板的思想，逐次扩充单元模板，选择各阶差商绝对值较小的单元模板，从而实现在
提高格式的精度的同时具有高分辨率和本质无振荡的性质。但是ENO格式的计算效率
较低，并且在众多备选模板中只选用一个模板重构的多项式，造成了模板信息的浪费。
为了克服ENO 格式的缺点，Liu等人在ENO格式的基础上，发展了一类效率更高的格
式：WENO （weight essentially non-oscillatory）格式 [9,10]。WENO 现在已经广泛应用
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于求解双曲守恒律方程，格式将所有备选模板上构造的多项式进行凸组合，通过非线
性权的设计，减少包含间断的模板的权重，从而避免数值振荡，并且在光滑处仍然保
证高精度的性质。此后Balsara和Shu将WENO格式推广至7阶和11 阶 [11]；基于非结构
网格的WENO格式和中心WENO格式也先后被提出 [12–15]。此外WENO格式在构造过程
中可能会出现负线性权，Shi，Hu，和Shu [16]提出了一套负权分裂技术，能够行之有效
地处理负权的情况。
随着精度的提高，WENO格式的模板会越来越冗长。为了避免这一缺陷，Qiu
和Shu 引入Hermite插值的思想，提出了有限体积的HWENO （Hermite WENO）格
式 [17,18]。HWENO格式比WENO格式更加紧致，在相同的模板下，能够达到更高的精
度。随后有限差分HWENO 格式 [19,20] 和中心型有限体积HWENO 格式 [21] 被陆续提出。
HWENO格式基于方程的解及解的一阶导数进行空间重构，在高维问题中计算比较复
杂。Tao，Li和Qiu提出了一种基于解和解的一阶矩的中心HWENO格式 [22]，这种格式
在高维的推广中，可以逐维地进行一维HWENO重构，算法简单，提高了计算效率。
WENO格式需要计算非线性权将低阶精度的数值通量进行凸组合，从而使解在连
续处达到高阶精度，在间断处具有高分辨率性质和本质无振荡性质。对于方程组问题，
我们还需要进行局部特征分解来避免失真振荡。而非线性权和局部特征分解的计算会
花费大量时间，导致计算效率低下。为了改进WENO 格式，Pirozzoli提出了将迎风紧
致格式与普通WENO 格式杂交的杂交紧致WENO 格式 [23]。而后Cosat 和Don将杂交格
式推广到中心差分格式，提出了杂交中心WENO 格式 [24]。他们利用多分辨率分析来寻
找梯度大的位置，而后在间断处使用5阶WENO格式，在光滑处使用6 阶中心有限差分
格式。Li和Qiu 在2010 年提出了有限差分的杂交WENO 格式 [25]，使用借鉴于DG 格式
的坏单元指示子，将WENO格式与线性迎风格式杂交，并将格式推广到曲边网格 [26]。
1.2 研究动机
基于矩的中心HWENO格式 [22]很好地结合了中心格式不需要计算数值流通量及
基于矩的HWENO格式计算更简单，模板更紧致，误差更小的优点。但是由于逐时
间层求数值解的中间步骤有大量的HWENO重构过程，需要计算大量的非线性权及
局部特征分解，计算效率较低。因此我们考虑将杂交格式的思想应用到基于矩的中
心HWENO 格式中，构建杂交中心HWENO 格式。杂交中心HWENO格式在时间方向
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采用NCE-RK（the natural continuous extension of Runge–Kutta）方法 [27]。NCE-RK
方法是传统的RK 方法 [13,14,28–31]的推广, 具备能够以很小的计算代价高阶逼近每个时间
层中任意时刻的解优点，能够很好地应用到杂交中心HWENO格式。
1.3 本文结构
本文的主要工作是对基于矩的有限体积中心HWENO格式设计杂交格式，同时加
入9 种坏单元指示子，研究杂交中心HWENO格式在提高计算效率上的效果，并通过大
量数值实验，寻找对杂交中心HWENO格式而言表现最好的坏单元指示子，然后推广
到二维问题。
本文的具体结构如下：
我们在第一章介绍研究的背景，回顾对于求解双曲守恒律方程的高分辨格式的发
展历史，介绍杂交格式的发展现状，并指出本文的研究动机是为了提升中心HWENO
格式的计算效率，最后列出本文的结构。
在第二章，我们详尽地介绍一维情形下杂交中心HWENO格式的算法。我们首先
离散双曲守恒律方程，接着回顾9 种常用的坏单元指示子，然后用坏单元指示子判断目
标单元是否为坏单元，最后我们根据空间模板是否包含坏单元做相应的重构，并逐时
间层推进。
在第三章，我们将杂交中心HWENO格式自然地推广至二维情形。在二维情形下，
我们采用逐维的方法，首先离散二维问题，然后逐维判断坏单元，最后根据每一维的
重构基于的模板是否包含坏单元做相应的重构，再逐时间层推进直到目标时刻。
在第四章，我们进行大量的数值实验研究杂交中心HWENO格式的算法。我们首
先进行一维情形下的精度测试，然后研究一维方程组问题中杂交中心HWENO 格式在
提高计算效率上的效果，寻找表现最好的坏单元指示子，并应用至二维问题。对于二
维情形的数值实验，我们同样首先进行精度测试，再进行方程组问题的研究。本章的
数值实验表明了杂交中心HWENO 格式能够行之有效地提高计算效率，同时TVB-3、
MR 和XS 指示子是表现较好的坏单元指示子。
最后，第五章对本文的工作进行简要的总结和展望。
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第二章 一维情形
在本章中，我们介绍一维情形下的基于矩的有限体积杂交中心HWENO 格式的算
法。格式在空间上基于交错网格，通过坏单元指示子的运用，在间断处使用基于零阶
和一阶矩的HWENO 重构，在光滑处使用同样精度的高阶线性重构，使得格式在满足
高精度和本质无振荡性质的同时提高计算效率，节省程序运行时间。对于方程组问题，
我们在间断处应用局部特征分解以避免振荡。在时间离散方面，格式采用NCE-RK 方
法。本章在空间方向以5阶精度，在时间方向以3 阶精度为例介绍格式。
2.1 一维标量守恒律
考虑一维标量守恒律方程：
ut + f(u)x = 0 x ∈ [a, b], t > 0,
u(x, 0) = u0(x) x ∈ [a, b].
(2-1)
首先进行网格划分，本文采用的中心格式基于交错网格，为了简单起见，在空间
上使用均匀网格剖分。设初始时间层的网格剖分（以下称为初始网格）为：
a = x 1
2
< x 3
2
< · · · < xN− 1
2
< xN+ 1
2
= b
定义单元Ii，单元中点xi，单元长度∆x如下：
Ii = [xi− 1
2
, xi+ 1
2
], xi =
1
2
(xi− 1
2
+ xi+ 1
2
), ∆x = xi+ 1
2
− xi− 1
2
, i = 1, 2, · · · , N.
则交错网格的网格剖分的定义如下：
a− 1
2
∆x = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = b+ 1
2
∆x
显然交错网格的单元区间长度与初始网格相同，但单元Ii+ 1
2
和单元中点发生了变
化：
Ii+ 1
2
= [xi, xi+1], xi+ 1
2
=
1
2
(xi + xi+1), i = 0, 1, · · · , N.
杂交中心HWENO格式逐时间层交替使用初始网格和交错网格。
4
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
第二章 一维情形
在每个交错网格单元Ii+ 1
2
上对方程(2-1) 的第一式两边同时乘以x−xi+12
∆x
得到：
ut
x− xi+ 1
2
∆x
+ f(u)x
x− xi+ 1
2
∆x
= 0 (2-2)
其中xi+ 1
2
是单元Ii+ 1
2
的中点。对式(2-1) 第一式及式(2-2) 两边同时在时间方向和空
间方向的交错网格单元上积分，即在单元Ii+ 1
2
× [tn, tn+1] 上积分，得到：
1
∆x
∫
I
i+12
u(x, tn+1)dx =
1
∆x
∫
I
i+12
u(x, tn)dx
− 1
∆x
∫ tn+1
tn
[
f(u(xi+1, t))− f(u(xi, t))
]
dt,
(2-3)
1
∆x
∫
I
i+12
u(x, tn+1)
x− xi+ 1
2
∆x
dx =
1
∆x
∫
I
i+12
u(x, tn)
x− xi+ 1
2
∆x
dx
− 1
∆x
∫ tn+1
tn
{1
2
[
f(u(xi+1, t)) + f(u(xi, t))
]
− 1
∆x
∫ xi+1
xi
f(u(x, t))dx
}
dt.
(2-4)
对式(2-4)右端最后一项空间方向的积分项用满足精度要求的数值积分近似：
1
∆x
∫ xi+1
xi
f(u(x, t))dx ≈
k∑
l=1
µlf(u(ξ
i+ 1
2
l , t)) (2-5)
其中ξi+
1
2
l 表示在交错网格的单元Ii+ 12 中的数值积分节点，µl表示相应的权重。
用近似值取代式(2-3)和式(2-4)中的真实值，我们得到近似值{un
i+ 1
2
} 和{vn
i+ 1
2
}满足
的表达式：
un+1
i+ 1
2
= un
i+ 1
2
− 1
∆x
∫ tn+1
tn
[f(u(xi+1, t))− f(u(xi, t))]dt, (2-6)
vn+1
i+ 1
2
= vn
i+ 1
2
− 1
∆x
∫ tn+1
tn
{1
2
[
f(u(xi+1, t)) + f(u(xi, t))
]− k∑
l=1
µlf(u(ξ
i+ 1
2
l , t))
}
dt. (2-7)
2.2 一维格式的算法
本节介绍采用杂交中心HWENO格式求解一维标量守恒律方程的算法。
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第二章 一维情形
2.2.1 判断坏单元
杂交中心HWENO格式成功的关键在于使用坏单元指示子准确地判断间断区域。
如果间断区域的单元被误判为光滑区域的单元，数值解容易产生虚假振荡；如果被判
断为间断区域的单元比实际多很多，会增加很多不必要的计算量，降低计算效率。同
时，如果坏单元指示子的算法本身就非常复杂，也会降低杂交格式的计算效率。
下面简要回顾9种常用的坏单元指示子。有几种坏单元指示子的构造需要预先重构
一个多项式。本文基于想要判断的单元（假设为Ii ）及左右邻接单元的零阶矩构造二
次多项式。虽然可以仅使用Ii 上的零阶矩和一阶矩构造一次多项式，但是一个单元是
否处于间断区域是将其与隔壁邻接单元比较而言的，仅使用单元自身的信息无法准确
判断坏单元。因此我们基于目标单元及其左右邻接单元的零阶矩构造坏单元指示子。
我们首先将所有零阶矩标准化，然后构造二次多项式：
uh(x) = u
(0)
i + u
(1)
i
2(x− xi)
∆x
+ u
(2)
i ·
1
2
[
3(
2(x− xi)
∆x
)2 − 1], x ∈ [xi− 1
2
, xi+ 1
2
]. (2-8)
满足：
1
∆x
∫ x
k+12
x
k− 12
uh(x)dx = unk , k = i− 1, i, i+ 1.
求得：
u
(0)
i = u
n
i , u
(1)
i =
1
4
(uni+1 − uni−1), u(2)i =
1
12
(uni−1 − 2uni + uni+1). (2-9)
1.ATV指示子 [25]
记TV为tn时间层的数值解的平均值总变差：
TV ≡ TV (un) =
∑
i
|uni+1 − uni |
如果θ · |uni+1 − uni | ≥ TVN 成立，则判断单元[xi, xi+1]处于间断区域，即Ii和Ii+1 是坏
单元。其中N 是总单元数，θ是ATV指示子的参数，且满足0 < θ < 1。
2.TVB限制器 [32]
定义：
u˜i
(mod) = m˜(u˜i, u
(0)
i+1 − u(0)i , u(0)i − u(0)i−1),˜˜ui(mod) = m˜( ˜˜ui, u(0)i+1 − u(0)i , u(0)i − u(0)i−1).
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第二章 一维情形
其中u˜i = uh(xi+ 1
2
) − u(0)i ， ˜˜ui = −uh(xi− 1
2
) + u
(0)
i ， m˜(a1, a2, · · · , an)是改进
的minmod函数：
m˜(a1, a2, · · · , an) =
 a1, 当|a1| ≤M(∆x)2m(a1, a2, · · · , an), 其他情形 (2-10)
其 中M是TVB限 制 器 的 参 数，依 赖 于 具 体 问 题，且M > 0，minmod函
数m(a1, a2, · · · , an)定义如下：
m(a1, a2, · · · , an) =
 s ·mina≤i≤n |ai|, 当sign(a1) = · · · = sign(an) = s0, 其他情形 (2-11)
如果u˜i ̸= u˜i(mod) 或者 ˜˜ui ̸= ˜˜ui(mod)，记Ii 为坏单元。
3.XS指示子 [33]
XS指示子是一类强坏单元指示子。区别于Li [25]中的有限差分情形下的定义，有限
体积情形下的定义如下：
βi =
ξi
αi−1
+
ξi
αi+2
, γi =
(umax − umin)2
αi
.
其中 αi = (uni − uni−1)2 + ε， ξi = (uni−1 − uni+1)2 + ε， ε是微小的正常数，通常
取ε = 10−6，umax和umin是un 在时间层tn 处的最大值和最小值。当βi > ∆x(βi + γi) 时，
视Ii 和Ii+1 为坏单元。
4.MP限制器 [34]
MP限制器是一种保单调的限制器。定义：
di = u
(0)
i+1 − 2u(0)i + u(0)i−1, uMDi+ 1
2
= 1
2
(u
(0)
i + u
(0)
i+1 − dmaxi+ 1
2
),
dmax
i+ 1
2
= m(4di − di+1, 4di+1 − di, di, di+1, di−1, di+2),
uUL
i+ 1
2
= u
(0)
i + α(u
(0)
i − u(0)i−1), uLCi+ 1
2
= u
(0)
i +
1
2
(u
(0)
i − u(0)i−1) + β3dmaxi− 1
2
.
其中m为minmod函数(2-11)，参数α = 2，β = 4。令：
u˜(xi+ 1
2
) = uh(xi+ 1
2
) +m(umin
i+ 1
2
− uh(xi+ 1
2
), umax
i+ 1
2
− uh(xi+ 1
2
))
其中m依旧是minmod函数，umin
i+ 1
2
和umax
i+ 1
2
由下式得到：
umin
i+ 1
2
= max[min(u
(0)
i , u
(0)
i+1, u
MD
i+ 1
2
), min(u
(0)
j , u
UL
i+ 1
2
, uLC
i+ 1
2
)],
umax
i+ 1
2
= min[max(u
(0)
i , u
(0)
i+1, u
MD
i+ 1
2
), max(u
(0)
j , u
UL
i+ 1
2
, uLC
i+ 1
2
)].
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第二章 一维情形
如果uh(xi+ 1
2
) ̸= u˜(xi+ 1
2
)，视Ii 为坏单元。
5.MR指示子 [35]
MR指示子是基于多分辨率的坏单元指示子 [35]。定义：
u˜i =
1
2
(ui−1 + ui+1)
如果|ui − u˜i| ≥ εMR∆x，记Ii为坏单元。其中εMR为多分辨率参数。
6.BDF限制器 [36]
定义：
u˜
(1),mod
i = m(u
(1)
i , u
(0)
i+1 − u(0)i , u(0)i − u(0)i−1)
其中m也是minmod函数(2-11)。如果u(1)i ̸= u˜(1),modi ，记单元Ii是坏单元。
7.BSB限制器 [37]
BSB限制器是BDF限制器的改进 [37]。定义：
û
(1),mod
i = m(u
(1)
i , u
(0)
i+1 − u(0)i − u(1)i+1, u(0)i − u(0)i−1 − u(1)i−1)
如果u(1)i ̸= u˜(1),modi 且u(1)i ̸= û(1),modi ，记Ii为坏单元。
8.MMP限制器 [38]
MMP是一种改进的保单调限制器。定义：
ϕi = min(1,
u
(0)
i −min(u(0)i−1, u(0)i , u(0)i+1)
u
(0)
i −min(uh(xi+ 1
2
), uh(xi− 1
2
))
)
当ϕi ̸= 1时，记单元Ii为坏单元。
9.KXRCF激波探测器 [39]
KXRCF指示子是Krivodonova等人 [39]研究出的一种激波探测器。若满足不等式：
∣∣uh|∂I−i − uh|∂I+ni ∣∣ > h k+12i ∥uh|Ii∥
记单元Ii为坏单元。其中∂I−i 表示单元Ii的入流边界，∂I+i 表示出流边界，hi表示
单元的长度，k 是多项式uh 的阶数，Ini 是Ii 在∂I−i 边界处的隔壁单元，范数∥uh|Ii∥ 通
常取L1 范数。
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